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Zum Antinomienproblem der Logik

Von Dieter Wandschneider

1. Wenn hier von ,Antinomien® die Rede ist, dann nur in einem einge-
schrinkten Sinne. Weder die beriihmten Zenonischen Antinomien der Bewegung
noch Kants Antinomien der ,transzendentalen Dialektik® bilden den Gegen-
stand dieser Untersuchung, sondern allein die sog. Antinomien der Logik. Sie
sind dadurch charakterisiert, dafl sich, scheinbar im Einklang mit allen Regeln
der Logik, ein Satz und dessen Negation beweisen Lifit*, Geliufige Beispiele
sind die , Wahrheitsantinomie“ (,Dieser Satz ist falsch®) oder die ,Russellsche
Antinomie® der Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.
Dafl beweisbare Widerspriiche méglich sind, mufite auf seiten der Logik als
Bedrohung ihres scheinbar so gesicherten Bestandes empfunden werden. Ver-
stindlich daher das permanente Interesse an ,Losungen®, vom Altertum und
der Scholastik bis hin zur modernen Logik, deren »Grundlagenproblem® mit
dem Antinomienproblem innig verbunden ist: eine Situation, die zu Ansitzen
und Entwicklungen gefiihrt hat, deren Konsequenzen nicht auf die Logik im
engeren Sinne beschrinkt blieben, sondern das heutige Verstindnis von
»Sprache” und selbst ,Wirklichkeit* wesentlich mitgepriigt haben. Man denke
an die lingst geliufige Unterscheidung von Objekt- und Metasprache, die
Typenhierarchie der Eigenschaften oder das quasi-ontologische Problem der
Existenz von Mengen. Wir allerdings meinen, daR derartige, heute weithin
akzeptierte Vorstellungen von Logik und Sprache letztlich unbefriedigend und,
von der Logik her, daher einer Revision bediirftig und auch fihig sind.

2. Um zu sehen, dafl das Antinomienproblem zunichst kein blof akade-
misches, blofl innerlogisches Problem ist, braucht man nicht den beriichtigten
Barbier zu bemiihen, der alle Leute rasiert, die sich nicht selbst rasieren, der
sich mithin paradoxerweise weder selbst rasiert noch nicht rasiert?®, Schon dem
Kinderwort ,ich verrate dir nicht, daf ich Fritz heifle® ist ,Antinomisches®
beigemischt. Ahnlich wenn ich zugebe, dal mich eine Angelegenheit ,mehr be-
driicke als ich zugebe®. Und auf die Frage ,schlifst du?® darf ich genau dann
mit Ja antworten (weil ich tatsichlich schlafe), wenn ich nicht mit Ja antworten
darf (denn antworte ich mit Ja, schlafe ich schon nicht mehr)?®. Schlieflich: wer
seine positiven Eigenschaften nicht herausstreicht, wird ,bescheiden® genannt
und wire damit zu der Aussage ,ich bin bescheiden* legitimiert. Freilich, spricht
er dies tatsichlich aus, so spricht er doch von eigenen positiven Eigenschaften,
denn Bescheidenheit gilt selbst als eine solche, und er kann strenggenommen
nicht mehr als bescheiden gelten. Unterbleibt die Aussage daraufhin, so wire

& Stegmiilller WAHRHEITSPROBLEM 24.
8 Cf. z. B. Quine POINT 133, v. Kutschera ANTINOMIEN 41, W. R. Fuchs MATHEMATIK 157 f.
*» Den Hinweis auf dieses Beispiel verdanke ich Frau Dr. Ruth-Eva Schulz-Seitz, Tiibingen.

Zum Antinomienproblem der Logik 75

sie nun doch wieder legitim, usw. Kurz, ich darf nur dann behaupten, ich sei
bescheiden, wenn ich eben dieses nicht behaupte.

3. ,Antinomisches® ist so auch in schlichter Alltiglichkeit schon' zu entdecken.
Aber es bleibt auf solche, mehr spielerische Anwendungsfille, c_he unversihens
auch ins Witzige, Ironische, Poetische hiniiberspi¢len kdnnen, mcht. beschrinkt.
Der Verdacht liegt nahe, dafl insbesondere ,die groflen Probleme® etwas von

" Antinomie in sich haben. Es gab — oder gibt — ein .Subjekt-Objekt-Problem*,

das formal so charakterisierbar ist, dal das Subjekt, um erkannt wet:den zu
konnen, zum Objekt werden mufl und damit gerade nicht mehr Sublekt.lst.
Unmittelbar damit hiingt das konkretere Problem des ,,Selbs.tbezugs“ reﬂ"exnver
Systeme zusammen. Wir vermuten ferner, ohne das jetzt nhherﬁ zu begrund.en,
daf das Antinomienproblem auch fiir Probleme aus d.em 'Berexch der ,Philo-
sophy of Science® Relevanz besitzt — wir denken .hxef insbesondere an das
Zeitproblem oder das Problem der ,Kraft®. Auf wex'trexchende.Konset!uenzen
fiir eine Theorie der Sprache hatten wir schon hingewiesen. In diesem Sl.nne, s0
glauben wir, kommt dem Antinomienproblem eine Art Sch.liisselfunknon bei-
der Aufklirung auch ganz andersartiger Probleme zu. D.xese Uberzeug_u‘ng
bildet den Motivationshintergrund der vorliegenden Arbeit, vorerst f.rexlu'h
nur den Hintergrund, da eine Klirung der ,rein logischen® Px:oblen:latlk zu-
nichst vordringlich erscheint. Wir verzichten darauf, die Ergebnisse dw{er Un-
tersuchung vorwegnehmend aufzuzihlen und beschrinken uns darauf, dies erst
im Anschluf8 an die stattgehabte Diskussion zu tun. Um die Fragestellung zu
entwickeln, beginnen wir mit einer kurzen historischen Riickblende.

4. Die beriithmte Russellsche Antinomie der Menge aller }{Iengen, die sich
nicht selbst als Element enthalten (B. Russell 1901),¢* erglb_c sich in bekannter
Weise aus dem ,naiven® Komprehensionsschema*” (Mengenbildungsschema)

(4.1) VA xey<~— Q(x),

in Worten: Es gibt eine Menge y, so daf fiir alle Gegenstinde x g.i-lt: x ift
Element von y genau dann, wenn x die Aussageform @ (x) ex:fullt, Mit
®(x) =7 xex (d.h.: x enthilt sich nicht selbst als Flement) wird daraus

(4.2) VAxey<«—>7x¢ex,

y =
was fiir x = y zu der Kontradiktion
4.3 yey<«—>7yey
(fiith, in Worten: Die Menge y enthilt sich selbst als Element genau d.ann,
wenn y sich nicht selbst als Element enthilt*. Russell versuchte diesen Wn:ler-
spruch, der die scheinbar gesicherten Grundlagen des Fregeschen Systems einer

modernen Logik wieder in Frage stellte, durch die sog. Typentheorie® zu be-
hebent!, Und zwar in der Weise, daf8 Terme von der Form x ¢ x von vorn-

@ Cf. Sloga FREGE 198.

® Cf, Stegmiiller MENGENLEHRE 69. o o

¢ Daf x und y hier Mengen sind, ist irrelevant: dieselbe Argumentation 138t sich ebenso fiir Eigen
schaften und Relationen durchfiihren.

44 Russell PRINCIPLES App. B und Russell PM Introd. Chape. B.
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herein als unzulissig ausgeschlossen werden, genauer: es wird postuliert, dafl
die Elemente einer Menge und die Menge selbst Gebilde von unterschiedlichem
»1yp“ sind. Nach dieser ,Typenregel®, die der Menge einen (um eins) héheren
Typ als ihren Elementen zuordnet, kann x ¢ x kein zulissiger ‘Term mehr sein,
da x hier sowohl als Menge wie auch als Element dieser Menge auftritt. Die
Antinomie kann dann nicht mehr abgeleiter werden, da (4.2) von vornherein
unzulissig ist. Russell selbst sah in diesem Verfahren mehr als einen technischen
Trick. Die Typentheorie, so Russell, ,has also a certain consonance with
common sense which makes it inherently credible*#". Russell kann sogar auf
Argumente Freges zuriickgreifen, der bereits eine Art Stufenordnung fiir Dinge,
Eigenschaften, Eigenschaften von Eigenschaften usw. konstatiert hattet’. Paral-
lel dazu kénnen Dinge, Mengen, Mengen von Mengen usw. unterschieden
werden. Man denke an Sitze der Art ,der Mensch W ist ein Wiedertiufer® und
»die Wiedertiufer sind eine christliche Sekte®. Es ist deutlich, dafl daraus nicht
folgt: ,der Mensch W ist eine christliche Sekte®. Der Grund: nicht der einzelne
Wiedertiufer W, sondern das Kollektiv der Wiedertiufer insgesamt ist seiner-
seits Element aus der Menge der christlichen Sekten. Derartige ,,Stufungs-
phinomene* bei Eigenschaften oder Mengen werden auch heute nodh als Beleg
fiir die Notwendigkeit einer Typenordnung angefiihrtt®.

5. Das Russellsche System der Typen bleibt gleichwoh! unbefriedigend. Es
zwingt, konsequent durchgefishrt, einerseits zu umstindlichen und unnatiir-
lichen Unterscheidungen, worauf besonders Quine nachdriicklich hingewiesen
hat®*. Andererseits, und darauf soll hier das Hauptaugenmerk liegen, ist das
Stufungsargument nicht durchschlagend: Es gibt offenkundig auch Sitze von
der Form x¢x, xey A y ¢ x u. 4., die dennoch sinnvoll sind und somit nicht
einfach fiir unzulissig erklirt werden kénnen. Die Klasse M der Menschen ist
offenbar selbst kein Mensch, d. h. die Klasse M enthilt sich nicht selbst als
Element, > M ¢ M. Oder: Die Klasse NM der Nicht-Menschen (also Dinge,
Pflanzen, Tiere, Begriffe usw.) ist selbst ebenfalls ein Nichtmensch, d.h. die
Klasse NM enthilt sich selbst als Element, NM ¢ NM®". Derartige Sitze werden
durch die Typenregel einfach eliminiert.

6. Weitere Zweifel hinsichtlich der Niitzlichkeit der Typentheorie miissen
sich einstellen, wenn die sog. Grellingsche Antinomie®® in die Betrachtung ein-
bezogen wird: Es sei ,x* die Namensbezeichnung fiir eine Eigenschaft x, z. B.
»rot” fiir die Eigenschaft ,rot*. Es wird nun eine Eigenschaft ,heterologisch®
als diejenige Eigenschaft von Namen definiert, die einem Namen zukommt,
wenn er selbst nicht die Eigenschaft besitzt, die er bezeichnet. Z. B. ist der Aus-
druck ,zweisilbig® heterologisch, weil er selbst nicht zweisilbig ist. Frage: ist

* Russell/Whitehead PM 37.

¢ Cf. Sluga FREGE 197, 206. :

¢ Cf. z.B. Carnap EINFOHRUNG § 21 b, Stegmiiller WAHRHEITSPROBLEM 78 f., Essler LOGIK
167 f.

3= Cf. Quine NF 91, Quine ML 164.

' Letzteres Beispiel stammt von Russell selbst, cf. Sluga FREGE 208,

* Cf. Grelling/Nelson PARADOXIEN (1907/08).
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»beterologisch® selbst heterologisch? In diesem Fall folgt aus der allgemeinen
Definition fiir ,heterologisch® (abgekiirzt: ,het®)
(6.1) Axehet«—7 xex

mit x = bet sofort die Kontradiktion
(6.2) het & het «—> 7 bet ¢ het.

Hier mufl zweierlei auffallen: Einerseits gleicht diese Antinomie der Russell-
schen, d.h. die Ableitung des Widerspruchs folgt in beiden Fillen demselben
Deduktionsschema. - Andererseits ist die Typenregel, mit d.er d'er Russellsche
Widerspruch noch beseitigt werden konnte, hier offenkundig wxrkungsl?s, c!a
ein Ausdruck von der Form x ¢ x nidht gegen die Typenregel verstofit (x ist ein
Individuum und x eine Eigenschaft, wie es die Regel gestattet). Russell.selbst
hatte diesem Umstand durch Erweiterung der ,einfachen® T.ypentheone zur
,verzweigten® Rechnung zu tragen versucht, wihrend Chw.xstek und -dann
Ramsey entdeckten, dafl die einfache Unterscheidung von ,,Ob]el.;tspradu': und
~Metasprache®, wie wir heute sagen, bereits ausreicht, um die Grellingsche
Antinomie zu vermeiden®®: Die Eigenschaft x wird der Objektsprache zuge-
rechnet, die Namensbezeichnung x und die mit ihrer Hilfe neu definierte Eigen-
schaft bet dagegen der Metasprache, so daf bet nicht in den Berei‘dl x fillt und
insofern auch nicht fiir x substituiert werden darf. Und bet wiederum kann
keine Eigenschaft sein, die der Namensbezeichnung bet selbst zukommen konnte,

da bet nicht mehr der Metasprache, sondern der noch einmal iibergeordneten

Metametasprache angehtren wiirde: Die hier durchgefiihrte Aufsplitterung' in
Objekt- und Metasprache hat so auch die Konsequenz, dafl in einer Sprache nicht
mehr iiber diese Sprache selbst gesprochen werden kann.

7. Dieses Verfahren, in Tarskis Formulierung: die Preisgabe der ,seman-
tischen Geschlossenheit* von Sprache™, erméglicht auch in anderen Fillen di.e
Beseitigung von Antinomien. Ein populires Beispiel ist die ,Wabrbez:tsanfz—
nomie®, die sich z. B. aus der Formulierung ,dieser Satz ist falsch® ergibt (ist
er falsch, dann ist er wahr, ist er wahr, dann ist er falsch, usw.): Das Pridikat
Jfalsch® wird jetzt als metasprachliches Pridikat betrachtet, das auf den meta-
sprachlichen Satz, in dem es selbst vorkommt, nicht mehr angewen.det w-erde.n
darf. Das Verfahren arbeitet einwandfrei. Es kann sogar, ihnlich wie die
Typeneinteilung, eine gewisse unmittelbare Plausibilitic fir .sich geltefxd
machen — die Metasprache spricht iber die Objektsprache unq ist fl?.her im
Vergleich mit dieser eine andere Sprache —, eine Plausibilitﬁt,. die .frexhd\.Em—
bufe erleidet angesichts der daraus resultierenden Umstindlichkeiten bei der
Definition des Wahrheitsbegriffs?™, verbunden mit der dubiosen Konsequenz,
daB es grundsitzlich nicht mdglich sein soll, in einer Sprache iiber diise Sfprad:e
selbst zu sprechen: Genau das geschieht in der Umgangssprache stindig, erst

b Cf, Bochenski LOGIK 462 f.
7 Cf. Tarski WAHRHEITSBEGRIFF.
™ Cf. z. B, Stegmiiller WAHRHEITSPROBLEM.
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recht in Sprachwissenschaft und Sprachphilosophie, die ohne einen solchen
Selbstbezug gar nicht moglich wiren. Und Wittgensteins Satz ,kein Satz der
Sprache kann etwas iiber sich selbst aussagen®?, straft sich selbst Liigen, da er
seiner Intention nach selbstverstindlich auch iiber sich selbst aussagt.

8. Uberdies hitte auffallen miissen, dafl fiir Probleme von wesentlich gleicher
Struktur, wie das fiir die Russellsche und die Grellingsche Antinomie zutrifft,
gleichwohl ein jeweils eigenes Losungsverfahren erfordert sein soll. Aber man
begniigte sich damit, parallel zu der Zweiheit der LSsungsverfahren die auf
Ramsey®* zuriidkgehende Klassifizierung der Antinomien in logisch-mathema-
tische und linguistische (syntaktische und semantische) weitgehend beizubehal-
ten®”. Wenn nun die Typentheorie zwar fiir die Russellsche, nicht aber fiir die
strukturgleiche Grellingsche Antinomie, die Sprachstufung (Trennung von
Objekt- und Metasprache) umgekehrt fiir die Grellingsche, nicht aber fiir die
strukturgleiche Russellsche Antinomie kompetent sein soll, dann muf}, schon
aus diesem Grund, der Verdacht aufkommen, dafl beide Verfahren dem Pro-
blem selbst nicht recht angemessen, sondern mehr oder weniger ad hoc sind.
Dafl sie dariiberhinaus ungute Konsequenzen haben (cf. § 5, 7), 1aflt beide
Verfahren insgesamt unbefriedigend erscheinen.

9. Dies hat dazu gefiihrt, daf} seit der Entwicklung der Typentheorie wieder-
holt alternative Ansitze fiir das Antinomienproblem versucht worden sind —
wegen seiner Relevanz fiir die Grundlegung der Mengenlehre in erster Linie
fiir das Russellsche Problem. Hierbei lassen sich zwei Hauptrichtungen unter-
scheiden: Einmal der Versuch, die Typentheorie durch Liberalisierung immer
besser an das Problem anzupassen, hier ist vor allem Quine zu nennen. Zum
anderen das auf Zermelo zuriickgehende Programm eines axiomatischen Auf-
baus der Mengenlehre, das spiter von v. Neumann, Fraenkel, Bernays weiter-
gefilhrt worden ist. Auf eine Wiedergabe der historischen Entwicklung miissen
wir hier freilich verzichten und verweisen stattdessen auf die detaillierte Dar-
stellung in Quine, Set Theory and its Logic, 3. Teil. Ein kiirzerer Abrifl findet
sich auch in Quine ML (163 ff.) sowie in Stegmiillers Aufsatz ,Eine Axiomati-
sierung der Mengenlehre, beruhend auf den Systemen von Bernays und Quine®.
Wie aus dem Titel dieser letzteren Arbeit hervorgeht, wird hier {ibrigens der
Versuch unternommen, Quines Ansatz in das axiomatische System einzubringen
und eine Synthese herbeizufiihren. Fiir eine Untersuchung der grundsitzlichen
Aspekte bietet sich hier ein giinstiger Ankniipfungspunkt.

10. Ein Hauptpunkt in Stegmiillers System kann leicht am Beispiel des
Russellschen Problems verdeutlicht werden. Die ,naive* Komprehensionsbedin-

¢ Wittgenstein TRAKTAT 3.332.

#* Ramsey FOUNDATIONS. : ,

s Cf, z. B. Stegmilller METAPHYSIK: 224, Lyndon LOGIC 80 f., Quine PARADOX 13, Eine Aus-
nahme bilden v. Kutschera ANTINOMIEN und K. Lorenz ELEMENTE 44. Beide konstatieren die
Strukturgleichheit der Russellscien und der Grellingschen Antinomie. v. Kutschera insbesondere macht
ein einziges Prinzip (.fehlerhafte Zirkularitit®) fiir das Auftreten von Antinomien berhaupt ver-
antwortlich, cf. § 13,
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gung, die zur Russellschen Antinomie fiihrt (cf. § 4), wird hier ersetzt durch
das modifizierte Komprehensionsschema
(10.1) VAxey<+— O(x) A Mgx.

y =
Entscheidend ist der Term Mgx, der besagt, dafl x selbst Element (irgendeiner
Klasse) ist, d. h. es gibt eine solche Klasse z, in der x Element ist:
(10.2)

Gilt Mg x, so wird x als ,Menge* bezeichnet. (10.1) ist dann zu lesen: x ist
Element einer Klasse y genau dann, wenn @ (x) gilt und wenn x eine ,Menge"

ist. Was folgt nun im Fall der Aussageform @ (x) = 7 x e x, die friher zur
Russellschen Antinomie gefithrt hatte? Sei N die zugehdrige Klasse y, deren
Existenz in (10.1) behauptet wird. Wird nun N selbst fiir x substituiert, so folgt

(10.3) NeN<«-—>Z7NegNAMgN

/\ng<—->\z/ xXez.

-mit der Konsequenz

(10.4) > Mg N,
d. h. statt des Russellschen Widerspruchs ergibt sich hier, da} N eine Klasse

mit Nichtmengen-Charakter ist.

11. Der offenkundige Vorteil gegeniiber der Typentheorie ist der, daf nun
auch, wie wir eben sahen, Aussageformen der Art x £ x bzw. 7 x £ x zugelassen
und nicht mehr als sinnlos ausgeschlossen sind. Auf diese Weise kann immerhin
die Klasse N der Mengen x, die nicht Selbstelemente sind, gebildet werden. Ein
Nadhteil ist freilich darin zu sehen, dal dieser Ansatz — wie die Typentheorie
— die mit der Russellschen Antinomie strukturgleiche Grellingsche Antinomie
nicht 16st. Dieses Argument mag pedantisch oder gar abwegig klingen, denn
schlieflich, so kbnnte eingewendet werden, war nur eine Axiomatisierung der
Mengenlebre intendiert!?”. Trotzdem, mit Hinweis auf oben Gesagtes (cf. § 8)
mag es erlaubt sein, in dieser Einschrinkung weniger eine Tugend als einen
Schonheitsfehler zu erblicken, der freilich den Verdacht begiinstigt, dafl das
Problem noch nicht voll getroffen ist. Dieser Eindruck verstirkt sich bei dem
Versuch, das Resultat = Mg N (10.4) inhaltlich zu interpretieren. -~ Mg N
bedeutet nach (10.2), daf es keine Klasse z geben kann, die N als Element
enthilt. Nun sind Klassen unter intensionalem Aspekt als Eigenschaften zu
interpretierent!®. Dafl es keine Klasse gibt, die N als Element enthilt, bedeutet
somit, daf es keinerlei Eigenschaft gibt, die N zukime, N miifite absolut be-
stimmungslos sein, es konnte schlechterdings nidbts von ihm ausgesagt werden.
Dieses Resultat muf8 verbliiffen, denn es gibt im Gegenteil manches, was von N
mit Sicherheit pridiziert werden kann: z.B. dafl es ein otheoretisches Kon-
strukt® ist, das als solches wohl ,abstrakt® genannt werden und so auch ,Ob-
jekt einer logischen Untersuchung® sein kann. Stegmiiller selbst charakterisiert
N als ,Term®, von dem iiberdies prizise festgestellt wird, er sei ,zulissig und
bezeichnet eine Klasse (die Klasse aller Mengen, die keine Selbstelemente sind).

18 Zweifellos kdnnte leicht eine Zusatzbedingung gefunden werden, die die Grellingsche Antinomie in
hnlicher Weise beseitigt wie Mg x dies far die Russellsche leister. Es kime aber wohl vor allem
darauf an, Beliebigkeiten in der Wahl solcher Zusatzrerme mdglichse avszuschalten,

18 Cf, 2. B. Carnap MEANING.
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Diese Klasse ist eine Nichtmenge . . .*11°, Insofern ist das Ergebnis > Mg N
in inhaltlicher Deutung kaum iiberzeugend: Im Hinblick auf die genannten

Attribute, die sich von N pridizieren lassen, miiflte es doch Klassen geben, die

N als Element enthalten, z. B. die Klasse der abstrakten Gegenstinde oder die
Klasse der Nichtmengen, so dafl man eher geneigt wire, Mg N als 7 Mg N fiir
richtig zu halten, womit dann freilich aus (10.3) sofort wieder die Russellsche
Kontradiktion N ¢ N «— 77 N ¢ N folgen wiirde. Schirfer: wiirde N, gerade
aufgrund des Resultats 7 Mg N, als Element einer Klasse (nimlich der Klasse
der Nichtmengen) aufgefafit, so miifite eben desbalb zugleich Mg N gelten, und
7 Mg N selbst wire insofern bereits eine antinomische Bestimmung,.

12. Deutungsschwierigkeiten ergeben sich ferner in bezug auf die von
Stegmiiller eingefiihrte ,dreifache kategoriale Unterscheidung®, die er aufgrund
dieser Uberlegungen postuliert: ,Die drei Kategorien: Menge, Klasse, Aussage-
form fallen also auseinander, und zwar stellen sie in dieser Reihenfolge Be-
griffe von zunehmender Reichweite dar®. Beispiel: ,,>(x ¢ x) ist eine zulissige
Aussageform®, aber es existiert ,keine Klasse von dieser Art“. Dagegen existiert
sehr wohl ,die Klasse aller Mengen, die keine Selbstelemente sind® (charak-
terisiert durch die Aussageform >~ xex A Mgx). Aber ,diese Klasse ist eine
Nichtmenge®. In einem spezielleren Zusammenhang #hnlich: Durch bestimmte
~Aussageformen werden zwar die Eigenschaften festgelegt, eine Korrespondenz,
eine Funktion oder eine Relation zu sein, es darf aber nicht nur nicht von der
Menge aller Korrespondenzen, Funktionen und Relationen gesprochen werden,
sondern nicht einmal von der Klasse aller Relationen, der Klasse aller Funk-
tionen oder der Klasse aller Korrespondenzen®12*, — Hier werden Unterschei-
dungen mit quasi-ontologischer Valenz postuliert, ontologische Differenzen, de-
ren Status ungeklirt bleibt!®® — Eigenschaften, denen keine Klasse entspricht,
Klassen, die keine Mengen sind, Nichtmengen, die als solche aber nicht als
Elemente einer Klasse der Nichtmengen aufgefafit werden diirfen: Solange sich
derartige Unterscheidungen ohne Not vermeiden lassen (das wire zu kldren),
fillt es zumindest schwer, sie als plausibel zu akzeptieren. Das Antinomien-
problem kann in dieser Weise zwar axiomatisch beseitigt werden (freilich auch
nur mit sehr eingeschrinkter Geltungsreichweite, cf. § 11), aber der Nachweis,
daf es anders — harmloser — nicht geht, steht aus.

13. Franz v. Kutschera hilt es deshalb fiir angemessener, statt mehr oder
weniger ad hoc arrangierter Vermeidungsstrategien zunichst ,eine intuitive
Erklirung fiir die Antinomien (zu) suchen und die Modifikationen des Systems
dann so (zu) fassen, dafl-genau die aufgedeckten Fehler ausgeschalter wer-
den“t%*, v. Kutschera selbst kommt zu dem Ergebnis, dafl das sog. ,Circulus-
vitiosus-Prinzip®, wie es in anderer Form bereits von Russell/Whitehead zur

t1e Seegmilller MENGENLEHRE 75. .

128 Sregmiiller MENGENLEHRE 73, 75, 90.

1 Dagselbe 138t sich von Quines Untersdheidung von .set® und sultimate class® sagen, die der hier vor-
liegenden Unterscheidung von .Menge® und .Nichtmenge® entspricht (Quine SET XI, 3).

18 y. Kutschers ANTINOMIEN 14,
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Erklirung der Antinomien herangezogen worden war!®, hier eine entschei-
dende Rolle spielt. Es besagt, dafl ,Entititen, die ihre eigene Existenz zur
Voraussetzung ihrer Konstruierbarkeit haben, nicht als existierend angenom-
men werden diirfen®. v. Kutschera weist dann nach, dafl durchweg alle Anti-
nomien durch ,bedeutungsabhingige® Begriffe entstehen, die insbesondere
»fehlerhaft zirkulir® und darum ,tatsichlich bedeutungslos sind*1%°, Um das
Gemeinte zu veranschaulichen, betrachten wir noch einmal das Beispiel der
Grellingschen Antinomie: Der Ausdruck ,heterologisch® bezeichnet definitions-
gemif alle nichtselbstbeziiglichen Ausdriicke (cf. § 6). Aber was gilt fiir ,hete-
rologisch® selbst? Wird ihm zunichst hypothetisch die Eigenschaft ,nichtselbst-
beziiglich“ zugeordnet, so ergibt sich im Widerspruch dazu, dafl er selbstbeziig-
lich ist. Wird ihm umgekehrt die Eigenschaft ,selbstbeziiglich® hypothetisch zu-
geordnet, so ist dadurch das kontradiktorische Gegenteil, ,nichtselbstbeziiglich®,
impliziert. Kurz, ist eine der beiden Eigenschaften fiir den Ausdruck ,hetero-
logisch® realisiert, so wirkt diese gleichsam auf sich selbst zuriick und schligt
in ihr kontradiktorisches Gegenteil um, dem freilich unmittelbar dasselbe wider-
fihrt. Die Existenz der jeweiligen Eigenschaft wird sofort zur Ursache ihrer
eigenen Nichtexistenz, und v. Kutschera hat recht, wenn er hier eine ,Zirkulari-
tit“ konstatiert. Er nennt sie ,fehlerhaft®, eben weil jeder Zustand sein kontra-
diktorisches Gegenteil impliziertt3®.

14. Wir halten diese Erklirung fiir zutreffend. v. Kutscheras Schluf, daf
derartige ,Entititen® folglich ,bedeutungslos® seien und darum ,nicht als
existierend angenommen werden diirfen“14, glauben wir allerdings nicht ak-
zeptieren zu kénnen. Und zwar deshalb nicht, weil das von v. Kutschera als
»fehlerhafte Zirkularitit® charakterisierte Phinomen im Sinne der System-
theorie auch als (negative) Rickkopplung zu deuten ist und damit eins der
fundamentalsten Funktionsprinzipien realer (natiirlicher und geistiger) Systeme
reprisentiert. Vermittels Riidkkopplung kann ein Zustand (im weitesten Sinne)
auf sich selbst zuriickwirken und so gleichsam zur Ursache seiner selbst wer-
den14®. Aber das macht einen solchen Vorgang nicht ,bedeutungslos®. Vom elek-
trischen Unterbrecher (,Klingel®) bis hin zum stabilititsorientierten Verhalten
von organismischen, technischen und schliefllich selbst ,reflexiven® Systemen mit
»Ichgewiflheit® erweist sich ,Riickkopplung® als universales Prinzip!¢". Zuge-

135 Russell/Whitehead PM 37,

12¢ v, Kutschera ANTINOMIEN 15, 61 f., 16.

134 _Zirkularitit® als solche hat noch nichts AnstdBiges fir die Logik. Stegmiller weist darauf hin, daf
auch die Mathematik von zirkuliren Verfahren Gebrauch madht, z. B. beim Beweis des Zwischen-
wertsatzes (Stegmiiller METAPHYSIK 233). Ahalich Quine: zirkulir ist bereits das Verfahren of
»singling out an individual as the most typical Yale man on the basis of averages of Yale scores
including his own® (meine Hervorhebung) (Quine SET 243).

e v, Kutschera ANTINOMIEN 15.

b Dasselbe findet sich iibrigens schon bei Russell ausgedriickt, der, mit bezug auf eine Funktion, die sich
gemifl @ { f (®)} selbst als Argument enthilt, feststelle: If here @ is varied, the argument is
varied at the same time in 2 manner dependent upon the variation of @* (Russell PRINCIPLES 104).

4e Hier kann eingewendet werden, dafl durch Riadkkopplung ja stets zeitlich differente Zustinde eines
Systems miteinander verkniipft sind und die kausale Struktur, obzwar zirkulir, eben darum midht
kontradiktorisch (.fehlerhaft zirkulir®) ist. Das ist sicher richtig, freilidh mit dem Vorbehalr, daf
der Zeitbegriff wohl selbst als erklirungsbediirftig angesehen werden kann: Warum wird ein Zustand,
der sich selbst aufhebt und in sein Gegenteil umsdiligt, als zeitlidh von diesem getrennt betrachtet?
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geben: die fiir Antinomien charakteristische, riickkopplungsartige Zirkularitit
ist. unbeabsichtigt und darum mit sinnvollen Anwendungsfillen des Prinzips
Riikkopplung nicht ohne weiteres zu entschuldigen. Aber es kann ebensowenig
befriedigen, wenn solche Phinomene generell als ,bedeutungslos® disqualifiziert
werden. Wir meinen vielmehr, dafl der Kritik an den fraglichen (antinomischen)
Definitionen ein Vorschlag zur Revision folgen miifite, genauer: Ebenso wie
v. Kutschera sehen wir in der vorgingigen Kldrung des Antinomienproblems
die unbedingte Voraussetzung fiir seine L8sung. Die von v. Kutschera selbst
vorgelegte Erklirung — fehlerhaft zirkulire Begriffe — bleibt aber vorder-
griindig, weil sie nur die Tatsache einer fehlerhaften Zirkularitit konstatiert,
aber nicht nach den Bedingungen ihres Auftretens weiterfragt. Dieses ist aber
nétig, um, wie v. Kutschera selbst zu Recht erklirt, ,die Modifikationen des
Systems . . . so fassen® zu konnen, ,dafl genau die aufgedeckten Fehler aus-
geschaltet werden*14?, Eben dies soll das leitende Interesse der folgenden Unter-
suchungen sein. )

15. Wir gehen wieder von dem ,naiven® Komprehensionsschema VA xzy

y z

<— @ (x) aus. Es besagt, dafl x ¢ y genau dann gilt, wenn x die Bedingung ¢
erfiillt, mit anderen Worten, der Ausdruck x ey wird durch @ (x) definiert,
x e y ist Definiendum, @ (x) das zugeordnete Definiens. Es kann nun, so argu-
mentieren wir weiter, offenbar nicht in der Absicht einer Definition liegen, einen
Widerspruch zu ermdglichen, d. h. ein Ausdruck @ (x) kann nur dann als Defi-
niens eingefithrt werden, wenn Inkonsistenzen mit dem Definiendum von vorn-
herein und mit Sicherheit auszuschlieBen sind. Diese an sich natiirliche Bedin-
- gung, daf Definiens und Definiendum fiir kein x kontradiktorisch werden,
symbolisch5*

(15.1) Z(D(x) 7 xey),

ist beim Auftreten von Antinomien offenbar nicht mehr erfiillt. Wir erinnern
an die eingangs betrachteten Beispiele: Wer seine Bescheidenheit laut verkiindet,
verstft jedenfalls in diesem Punkt gegen den Begriff der Bescheidenheit. Wer
auf die Frage ,schlifst du?® mit Ja antwortet, schldft nicht mehr. Die Aussage
Jich verrate dir nicht, daf} ich Fritz heifle®, verrit dies, ihrer unmittelbaren In-
tention zuwiderlaufend, doch, usw.: Dieses Kontradiktorischwerden von Reali-
sierungsbedingung und Realisierung (bzw. von Definiens und Definiendum)
scheint das Grundphinomen beim Auftreten von Antinomien zu sein. Und um
hier den Hebel anzusetzen, werden wir nun nicht mehr einfach @ (x), sondern
dieses grundsitzlich nur in Konjunktion mit der ,Konsistenzbedingung® (15.1)

Vielleicht, demit die Kontradiktion vermieden ist. Zeit, so verstanden, wire dann gleichsam eine
Optik, die riumlich Unvereinbares in eine neve Di i inanderzieht, das erst dadurch (.zu
verschiedenen Zeiten®) widerspruchsfrei zusammenbestehen kann. So betrachret wire das Zeitargument
weniger als Einwand, sondern eher kehre als Hinweis auf ein Zeitproblem zu nehmen.

144 ¢ Kutschera ANTINOMIEN 14,

138 Die hier verwendete Verknipfung A <> B driikt aus, daf die Sitze A und B ,logisch iquivalent®

sind. Dies bedeuter, da die Kquivalenz A<+ B logisch wahr, d. h. bei jeder beliebigen Wahrheits- -

wertbelegung von A (oder B) giltig ist. Rein syntaktisch ist A<>B in diesem Fall als .beweisbarer
Ausdruck” oder .Theorem® zu qualifizieren. — Eine ausfhrliche Erdrterung des Begriffs .logische
Kquivalenz® wiirde hier zu weit fiihren. Stattdessen sei etwa auf Carnaps Untersuchungen hierzu in
MEANING verwiesen.

A e e i 2 e 5
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~ als Definiens fiir x &y akzeptieren. Wir erhalten so das modifizierte Kompre-

hensionsschema

(15.2) VAxey () AS () =l= > xe ),

in Worten, es gibt ein y, so dafl fiir alle x gilt: x ist Element von y genau dann,
wenn O (x) gilt und sofern O (x) nicht logisch dquivalent = x ¢ y ist.

16. (15.2) hat die folgenden Eigenschaften: Ist die Konsistenzbedingung
@ (x) <=|= = xey erfiillt, so wird (15.2) mit dem naiven Komprehensions-
schema Y /.\ xey <> (O () identisch. Das gilt jetzt sogar noch fiir die ,kriti-

sche* Aussageform @) (x) =7 x ¢ x, falls auflerdem x == y erfiillt ist. Ist x £ »
aber nicht erfiillt — dies war friiher der Fall der Russellschen Antinomie —
so geht @ (x) <|=> > xzy in den logisch falschen Ausdruk ~yey «|=
Z y ¢ y iiber, die rechte Seite der Aquivalenz (15.2) wird damit falsch, mithin
auch die linke, und es folgt 7 ¥ ¢ y. Das mag zunichst {iberraschen, denn mit
Z y &y scheint y selbst die Bedingung @ (x) (= > x ¢ x) zu erfiillen und damit
selbst zur Klasse der Nichtselbstelemente zu gehdren: y ¢ y, und das wire eben
doch wieder die Russellsche Antinomie y s y «—> >y £ y. Aber diese Interpre-
tation ist unzutreffend. Entsprechend (15.2) ist y nicht schlicht als die Klasse
der Niditselbstelemente definiert. Es ist diese Klasse nur, sofern awch
7 xex <|=> 7 x¢yoder x=k y ist. Und das Ergebnis > y ¢ y besagt anderer-
seits, daf y selbst dieser Klasse nicht angehdrt, d. h. da8 y selbst zwar ein

" Nichselbstelement x ist, aber kein solches, fiir das zugleich x ==y gilt. Anders

gesagt: y enthilt nur ,die anderen® x (also ohne y selbst), die Nichtselbstele-
mente sind, 7 xex Ax=Ey, wihrend fiir ¥ selbst andererseits ”xex AZ
(x == ») gilt. — Das naive Komprehensionsschema ist also so modifiziert wor-
den, dafl der Russellsche Widerspruch automatisch verhindert wird. Zugleich
ist die Modifikation so schwach, dafl gemaw dieser Fall ausgeschlossen wird.
Alle sinnvollen Fille, z.B. auch (b (x) = Zx¢ex fiir x==y (was durch die
Typeneinteilung ehedem mit ausgeschlossen war) bleiben jetzt erhalten. Das
hier eingefithrte Definitionsschema (15.2) ist andererseits auch gegeniiber der
axiomatischen Mengenlehre im Vorteil: Der im Russellschen Fall resultierende

T?i'm Z Mgy (cf. § 10, hier mit y statt N) besagte ja, dal keine Klasse exi-
stieren kinne, der y als Element angehdrt — ein unvorstellbarer Sachverhalt

(cf. § 11). In dem hier skizzierten Rahmen dagegen verhilt sich y ,normal®,
es selbst kann ohne Widerspruch als Element anderer Klassen bestimmt werden.
Da y z.B. so etwas wie ein ,Konstrukt® ist, wird man es als Element der
»Klasse der Konstrukte® betrachten diirfen. Ferner: weder x noch ¢ (x) unter-
liegen hier irgendwelchen Einschrinkungen. Daf die freie Wihlbarkeit von x
und @ (x) gleichwohl nicht zu Widerspriichen fiihrt, ist, wie gesagt, durch die
Zusatzbedingung (15.1) sichergestellt, die automatisch nur die nicht zum Wider-
spruch filhrenden Aussageformen (b (x) ,zum Zuge® kommen liflt. Da sich
eine Unterscheidung von ,Klassen® und ,Mengen® unter diesen Umstinden
eriibrigt, werden wir beide Begriffe wieder synonym verwenden.

17. Wir hatten frither kritisiert, dal Vermeidungsstrategien wie die Typentheo-
rie, die axiomatische Mengenlehre oder die Hierarchie der Metasprachen nicht
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nur unplausible Konsequenzen haben, sondern ebenso, dafl sie einseitig nur auf
ein beschrinktes Problem zugeschnitten sind und vor wesentlich gleich struktu-
rierten Problemen kapitulieren (cf. § 8). Um nicht der eigenen Kritik anheim-
zufallen, wollen wir den hier zunichst fiir die Russellsche Aninomie skizzierten
Ansatz auf verwandte Strukturen iibertragen, was durch eine Verallgemeine-
rung des diskutierten Verfahrens leicht méglich ist: Statt des speziellen Defini-
tionsschemas (15.2) legen wir jetzt ein verallgemeinertes Schema

(17.K) VA ¥ (x9) (D) A(Dx) =|= = ¥ (xy))

zugrunde. Durch das Konjunktionsglied ¢ <|=> > W ist auch hier wieder Kon-
sistenz im Verhiltnis von Definiens (( (x) ) und Definiendum (¥ (x,5)) ge-
wihrleistet. Daher die begriindete Hoffnung, dafl mit diesem Definitionsschema,
das wir kurz als ,Konsistenzschema® bezeichnen wollen, antinomische Gebilde,
gleich welcher Art, schon im Ansatz vermieden sind. Zum Methodischen ist an-
zumerken, dafl wir () <|= > ¥ grundsitzlich als giiltig ansetzen, aufler wenn
daraus ein Widerspruch folgt bzw. @ (x) «— > ¥ (x,y) ein Theorem ist. Im
Augenblick nur soviel. In § 23 wird zum Grundsitzlichen von Form und Funk-
tion des Konsistenzschemas noch einiges zu sagen sein. Wir testen (17.K) zu-
nichst an drei weiteren bekannten Antinomien, der Grellingschen, Cantorschen
und der Wahrheitsantinomie.

18. Grellings Antinomie. Wir vereinbaren wie frither (cf. § 6), daf % die Na-
mensbezeichnung fiir die Menge der Gegenstinde mit der Eigensch;ﬂ: x sein
soll. Mit P (x,7) =xey und Q(x) =" xex (und mit bet fiir ,heterolo-
gisch®) ergibt sich aus dem Konsistenzschema dann

(18.1) /.\A_‘:ehet +~*(7ic_exA(7£sx¢=|=7£ebet)),

was- fiir x==het mit dem naiven Scheta Ax ¢ bet «— x ¢ x identisch ist

und fiir den kritischen Fall x = bet

(18.2) bet ¢ bet <— (7bet ghet A\ (1 bet ¢ het <=|= = bet ¢ bet))

liefert. Mit = bet ¢ bet <=|=> = het & het ist die rechte und damit auch die linke
Seite von (18.2) ungiiltig, und wir erhalten fiir x = bet

(18.3) Z xex A7 (x=k bet),

wihrend fiir alle anderen x mit der Eigenschaft bet > x ex A (x = bet) gilt.
Insgesamt: x ist heterologisch, wenn x nicht selbst x und zugleich x von der
definierten Elgenschaﬂt »heterologisch® verschieden ist. Der Name bet® fiir die
Eigenschaft ,heterologisch® selbst besitzt nach (18.3) zwar ebenfalls nicht die
ihm bezeichnete Eigenschaft (,heterologisch“) — insofern gilt zunichst dasselbe
wie fiir die eben charakterisierten x —, aber diese bezeichnete und bet nicht
zukommende Eigenschaft ist nun nicht mehr verschieden von der zu definieren-
den Eigenschaft ,heterologisch®: das ist der Unterschied gegeniiber den ,nor-
malen® x, und genau deshalb besitzt bet selbst nicht die Eigenschaft bet, wie sie
den normalen x mit>” x ¢ x zukommt.

19. Die Wahrbeitsantinomie kann umgangssprachlich durch den Satz ,dieser
Satz ist falsch* wiedergegeben werden. Um die Antinomic formal zu rekon-

o mnizan
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struieren, sei S, die Abkiirzung fiir ,Satz mit der Eigenschaft n*. (Damit ist
gemeint, dafl S, z.B. an n-ter Stelle einer lexikografischen Anordnung der
Siitze steht, 0. 3). Im Sinne der Wahrheitskonvention kann nun der Pridikator
»falsch® durch den Ausdruck

(19.1) /\Snsf*—’7 S”‘
eingefiihrt werden?®". Durch Allspezialisierung wird insbesondere
(19.2) Sicfe—a>"8,

wobei wir jetzt annehmen (was durch geeignete Wahl von i immer mdglich
ist), dal S; ¢ f selbst der Satz mit der Eigenschaft i ist. Mit dieser Identifizierung
von S; £ f und §; geht (19.2) jedoch in den kontradiktorischen Ausdruck §; «—
7 Si bzw.

(19.3) Sief«—> 78 ef

iiber. Dies ist eine mogliche Rekonstruktion der Wahrheitsantinomie, Tarskis
klassische L8sung der Wahrheitsantinomie geht von der Aufspaltung der Spra-
che in Objekt- und Metasprache aus.®* Eine Falschheitsaussage wie S;¢ f wird
der Metasprache zugerechnet, wihrend das Objekt S; dieser Falschheitsaussage
zur Objektsprache zihlt. Die Identifizierung von ;¢ f und §;, die zur Kontra-
diktion fiihrte, ist bei dieser Aufsplitterung der Sprache also nicht mehr még-
lich, die metasprachliche Falschheitsaussage kann sich nicht selbst zum Objekt
haben. Eine so angesetzte Losung der Antinomie hat nun freilich zur Folge, daff
nicht nur fiir Wahrheits- oder Falschheitsaussagen, sondern generell fiir alle
Aussagen gilt, dafl sie sich nicht auf sich selbst beziehen kdnnen. Ein derartiges
Generalverbot jeder Art von Selbstriickbeziiglichkeit oder, in anderer Formu-
lierung, die ,Preisgabe der semantischen Geschlossentheit® von Sprache (Tarski),
ist zweifellos eine mifiliche und einschneidende Konsequenz des Tarskischen
Vorgehens — wir hatten darauf bereits in § 7 hingewiesen. Aus diesem Grunde
ist es naheliegend, wenn etwa Kuno Lorenz wieder das alte, schon von Russell
her bekannte ,Zirkelverbot® fiir Wahrheits- und Falschheitsaussagen favori-
siert, das nur fiir diese die Selbstanwendung verbietet.1?®

20. Wird dagegen das Konsistenzschema zugrunde gelegt, so bedarf es weder
der Metasprachenhierarchie noch des Zirkelprinzips zur Vermeidung der Wahr-
heitsantinomie: Statt von (19.1) haben wir jetzt von der modifizierten Form

(20.1) ASuef>Z Sy A(Z Sa <=7 Snef)

auszugehen. Durch Allspezialisierung entsteht (unter Weglassen der doppelten
Negation in der Klammer)

(20.2) Sief——> 78 N (S: <=I=> Sieh.

Wird wie vorher §; ¢ f wieder mit S; identifiziert, so ist die in der Klammer
stehende Konsistenzbedingung nicht mehr erfiillt. Gleichwohl ist die Antinomie
nun nicht mehr ableitbar. Hier wird klar, dafl das Zirkelverbot als solches un-

18 Cf, Tarski WAHRHEITSBEGRIFF und Stegmiiller WAHRHEITSPROBLEM.

5 Kuno Lorenz ELEMENTE 44 f.

¢ Hierbei ist Sy £ f als ein Satz zu verstehen, der eine Falschheitsaussage iiber den Satz S, madht. Inso-
fern wire die umstindlichere Schreibweise .Sa" « f nahcliegend, auf die hier jedod ohne Risiko
verzichtet werden kann.
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ndtig ist: deshalb nimlich, weil die Konsistenzbedingung in (20.1), also der
Ausdrudc

(20.3) Sne=l= Snef,

selbst das Zirkelverbot ist — (20.3) besagt ja, dal S, und S, & f fiir kein n
identifiziert werden diirfen. Im Falle n = i ist zwar gegen das Zirkelverbot
verstoflen, aber auch dieser Fall ist in der Formulierung (20.1) schon antizipiert,
so dafl insgesamt kein Widerspruch auftritt. Das Zirkelverbot braucht also nicht
eigens gefordert zu werden, weil es im Konsistenzschema bereits als Spezialfall
enthalten ist. Zusammenfassend ld88t sich somit sagen, daf weder die strikte Tren-
nung von Objektsprache und Metasprache noch ein besonderes ,Zirkelprinzip*
ndtig ist, um Antinomien wie die Wahrheitsantinomie zu vermeiden. Das Kon-
sistenzschema, mechanisch angewendet, ist auch in diesem Fall véllig zureichend.
Eine Konsequenz fiir die Sprachtheorie liegt auf der Hand: Auch in kiinstlichen
Sprachen sollte es méglich sein, in einer Sprache (mit entsprechend reichen Aus-
drucksmitteln) uneingeschrinkt iiber diese Sprache selbst zu sprechen — ein
Umstand, der auch die G&del-Tarskische »Unentscheidbarkeitsproblematik® in
einem neuen Licht erscheinen lassen mufl. Wir kdnnen diese Frage hier aller-
dings nicht weiterverfolgen.

21, Die Cantorsche Antinomie soll ebenfalls nur skizziert werden, eine aus-
fiihrliche Darstellung findet sich z. B. bei v. Kutschera ANTINOMIEN 34 f.
Der Grundgedanke der Konstruktion ist der, daf8 aus der Annahme, es gibe
eine Aquivalenzrelation E(M, Py) zwischen einer Menge M und deren Potenz-
menge Py (= die Menge aller Teilmengen von M) ein Widerspruch, eben die
Cantorsche Antinomie, abgeleitet wird: Die Existenz der Aquivalenzrelation
E(M, Py) wiirde die Konstruktion einer umkehrbar eindeutigen Relation R

zwischen M und Py garantieren, so dafl einem Element x aus M umkehrbar .

eindeutig ein Bildelement Rx aus Py zugeordnet ist. Als Element aus Py ist Rx
aber seinerseits eine Teilmenge von M, fiir die als solche gelten muf, daf8 sie x
(d. h. das Urbild von Rx in M) entweder als Element enthilt oder nicht ent-
hilt, x ¢ Rx oder 7 x ¢ Rx. Wir definieren nun eine Teilmenge U von M, die
als Teilmenge von M zugleich ein Element von Py ist und als solches wiederum
ein Urbild, etwa », in M besitzt, so daf also U = Ru gesetzt werden kann.
Definierende Bedingung fiir U bzw. R« sei nun gerade der schon erérterte Aus-
druck -7x ¢ Rx. Naive Komprehension ergibt somit

(21.1) Ax g R <> 7 2 ¢ Rx,
woraus fiir x = » der Cantorsche Widerspruch
(21.2) #eRu<—>7ucRu

folgt. Bei Cantor wird daraus weiter geschlossen, dafl die urspriinglich gemachte
Existenzannahme fiir die Aquivalenzrelation E (M, Py) zwischen einer Menge
M und ihrer Potenzmenge Py damit widerlegt sei, woraus weiter fiir die zuge-
ordneten Kardinalzahlen die Kleinerrelation

(21.3) AK(M) <K (Px)

abgeleitet wird. Dieses Ergebnis fiihrt nun ebenfalls zu einem Widerspruch,
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nimlich dann, wenn die beliebig gewihlte Menge M als Allmenge V interpre-

tiert wird: V ist definiert als diejenige Menge, die alle x als Element enthilt,

anders gesagt, alle Elemente einer beliebigen Menge M sind auch Elemente von

V, und das bedeutet gerade, dafl jede beliebige Menge M eine Teilmenge von V

ist, A M <V. Also miifite auch die Potenzmenge Py von V eine Teilmenge von
M

V sein, Py < V, woraus fiir die zugehdrigen Kardinalzahlen

(21.4)" KPy)SK(V) .
folgen wiirde: im Widerspruch zu der aus (21.3) folgenden Bezichung
(21.5) K (Py)> K (V).

Die Antinomie besteht also darin, dal sowohl die Annahme des Best.efhens wie
des Nichtbestehens einer Aquivalenzrelation E (M, Py) zu einem Widerspruch

fihre.
<

22. Wir kénnen demgegeniiber zeigen, dafl der Cantorsche Widerspruch im
Rahmen des Konsistenzschemas nicht mehr abgeleitet werden kann: Mit
Y (x,U) = x ¢ U und @ (x) = x ¢ Rx erhalten wir aus (17.K)

(22.1) \l{/z\xaU<——->7xaRx A(ZxeRx <=|=>7xeU),

" wobei wir R als eindeutige Relation annehmen und zunichst offenlassen, ob

diese auch umkehrbar eindeutig ist. Entsprechend der methodischen Vorbemer-
kung am Schlufl von § 17 (siche auch § 23) werden wir ferner davon ausgehen,
dafl die hier in Klammern stehende Konsistenzbedingung (7 x & Rx <|=
7 x ¢ U) erfiillt ist, aufler wenn daraus ein Widerspruch folgt. Aquivalent mit
diesem Ausdruck ist aber

(22.2) = (Rx = U), ,

in Worten, fiir kein x ist Rx = U, anders gesagt, das Element U aus Py
besitzt kein Urbild u in M. In diesem Fall ist R also in der Tat keine umkehr-
bar eindeutige Relation. Fiir die Kardinalzahlen der Menge M und ihrer
Potenzmenge Py folgt dann wieder die Bezichung

(22.3) K(M) <<K(Py),

die bei Cantor indirekt durch Widerlegung der Annahme einer umkehrbar ein-
deutigen Relation R abgeleitet worden war. Aber wohlgemerkt, dieses Resultat
gilt hier nur unter der Voraussetzung, dafl aus der Konsistenzbedingung (22.2)
kein Widerspruch folgt. Fiir den Sonderfall, da8 M die Allmenge V is-, ergibt
sich jedoch ein Widerspruch: Gemif (22.3) wiirde einerseits K (V) <X (Py),
nach (21.4) dagegen K (V) = K (Py) gelten. Aus diesem Widerspruch muf jetzt
geschlossen werden, dafl die Konsistenzbedingung (22.2) im Fall der Allmenge
nicht erfiillt ist, d.h. U besitzt hier doch ein Urbild # mit R# = U. Fir die
Allmenge V ist die Annahme einer umkehrbar eindeutigen Relation zwischen

8 Die Allmenge V ist im Rahmen des Konsistenzschemas etwa durch y /'\ z2eVeé>r[z=2zA(2=12

<} > 2+ V)] zv definieren. Die Konsistenzbedingung z = z <l > z ¢ V kann ohne Widerspruch

for alle z als gilltig angenommen werden, so dafl zz V fir alle z gil, also audr fiir z.-'V.

Damit gilt aber audh A A zex—>zeV dh A x & V oder /‘\ xe Py und damit scblieBlich
z 8 z

AxeV-> xePyoder VS Py. Die Komplizierung, die im Fall der x entsteht, die Individuen sind,
L

kann in dieser Skizze unberiicksichtigt bleiben.
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V und Py dann zwingend. Und da sich iiberdies sowohl Py < V (s.0.) als

auch V g Py®** zeigen liflt, folgt fiir die Allmenge V die Gleichheit von
V und Py und schlieflich auch ihrer Kardinalzahlen,

(22.4) K(V) = K (Pyp).

Dieses ,verniinftige“ Resultat ist ermdglicht einmal durch die im vorliegenden
Rahmen zulissige Geltung von V&V (cf. 22*), vor allem aber durch die De-
struktion der Cantorschen Antinomie mit der Konsequenz, daff K (M) <K (Py)
jetzt nicht mehr generell ableitbar ist??°: Der fiir den singuliren Fall der All-

menge aufgewiesene Widerspruch K (V) % K (Py) bleibt im Rahmen des Kon-

sistenzprinzips nicht als Widerspruch stehen, sondern schrinkt nur den Gel-
tungsbereich der Ungleithung K (M) << K (Py) ein.

23. AbschlieRend noch einige Bemerkungen zu Form und Funktion des
Konsistenzprinzips. Das hier zugrundegelegte Definitionsschema ¥ +—> ¢ A
(@ <«=|= 7 V) besagt — um den Grundgedanken noch einmal zu formu-
lieren —, dafl wir nicht jeden Ausdruck @ schlechthin als tauglich betrachten,
Definiens eines zu definierenden Ausdrucks ¥ zu sein. Diese Tauglichkeit bil-
ligen wir grundsitzlich nur der Konjunktion
(23.1) O AP === W)
zu, fiir die von vornberein feststebt, daf sie — trivialerweise — in keinem
Fall mit dem Definiendum ¥ in Widersprych geraten kann: Ist die Kon-
sistenzbedingung @ <|=> > ¥ erfiillt, so geht §23-{ in das klassische Defini-
tionsschema ¥ «— () iiber, das Definiendum und Definiens Zquivalent setzt.
Ist die Konsistenzbedingung dagegen nicht erfiillt, so gilt ) «—3 = ¥, was
nun aber keinen Widerspruch, sondern lediglich > ¥ zur Folge hat. Da die
Aquivalentsetzung von ¥ und (b als die leitende Absicht eines Definitionsaktes
anzusehen ist, darf im Normfall vom Erfiilltsein der Konsistenzbedingung, die
diese Absicht nur noch einmal ausdriicklich macht, ausgegangen werden. Dies ist
der Sinn der methodischen Regel am Schluf} von § 17. Es kann freilich auch der
Fall eintreten, das beweisen die Antinomien, daf Definiendum und Definiens
kontradiktorisch werden, ¥ <> >> (b. Die mit der Definition urspriinglich ver-
folgte Absicht ist dann nicht realisierbar, die Konsistenzannahme fiir ¥ und ¢
fishrt zum Widerspruch und ist dadurch widerlegt. In jedem Falle ist also zu-
nichst von der Konsistenzannahme auszugehen, denn dies entspricht der Defini-
tionsabsicht, und erst ein daraus resultierender Widerspruch zwingt dazu, diese
Annahme aufzugeben.

Die Konsistenzbedingung, durch die das alte Definitionsschema hier einge-
schrinkt worden ist, gewihrleistet so, daf8 {iber Definitionen, die ja unbeschrinkt
moglich sein sollen, keine Widerspriiche unabsidhtlich in das System hinein-
gelangen kénnen. Diese Bedingung, die wohl billigerweise zu fordern ist, kann

22 Quine weist in Fulnote 10 zu NF bereits darauf hin, da Cantors Beweis im Fall der Allklasse

moglicherweise nicht mehr zwingend ist, da eine umkehrbar eindeutige Relation zwischen V und Py
konstruierbar wire, sofern die Existenz der Klasse jener x mit =~ x4 x gesichert wiire — was wegen
der Russelischen Antinomie allerdings nicht der Fall sei. Diese Schwierigkeit kann im Sinne des hier

praktizierten Verfahrens aber als erledigt betradhtet werden, 30 dafi K(V) = K(Py) avch durch
Quines Uberlegung gestiitzt erscheint.
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in gewissem Sinne als formales Analogon jenes umgangssprachlichen Verhaltens-
musters betrachtet werden, das von der grundsitzlichen Unterstellung sinn-
vollen Redens ausgeht. Mit dieser methodischen Vorannahme wird es ja méglich,
auch scheinbar ,sinnlose® Auflerungen eines Gesprichspartners noch zu ,ver-
stehen®, als Kommunikationsstérungen nimlich, ohne dafl es ndtig wire, die
Kommunikationsmasse im ganzen zu verwerfen. Das geschieht erst dann, wenn
diese Unterstellung sinnvollen Redens nicht mehr aufrechtzuerhalten ist, wenn
die aufgetretenen Widerspriiche also als Indiz fiir die Inkompetenz des Ge-
sprichspartners gedeutet werden miissen?3".

 Zur Frage der Eliminierbarkeit ist folgendes anzumerken. Mittels (17.K)
kann ¥ in Kontexten stets eliminiert und ersetzt werden: durch @, falls die
Konsistenzbedingung erfiillt ist, andernfalls folgt die Geltung von = ¥, so dafl
nun > ¥ durch jeden beliebigen logisch giiltigen Ausdrudk ersetzbar ist.

24. Wir fassen zusammen: Die hier exemplarisch untersuchten Antinomien
konnen simtlich allein mit Hilfe des Konsistenzschemas (17.K) behoben wer-
den. Wir sind der Meinung, dafl sich diese Feststellung auf alle Antinomien
ausdehnen 1t — nicht nur, weil bisher fiir keine der bekannten Antinomien
(Burali-Forti, Richard, Quine, um nur einige zu nennen) Schwierigkeiten auf-
getreten sind, sondern weil das Konsistenzschema gerade so konzipiert ist, daft
die Entstehung antinomischer Gebilde von vornherein ausgeschlossen erscheint.
Die Konsequenzen dieses Ansatzes liegen auf der Hand: (a) Weder die defi-
nierenden Aussageformen () (x) noch die x unterliegen irgendwelchen Ein-
schrinkungen. Damit entfallen (b) Typenregeln jeglicher Art, (c) desgleichen
die strikte Trennung von Objekt- und Metasprache®t* ebenso wie (d) die
ontologisch fragwiirdige Bewertung von Aussageformen, Klassen, Mengen (cf.
§ 12). Schlieflich geniigt (e) eine einzige, mechanisch anwendbare Strategie zur
Vermeidung von Antinomien. Und nicht zuletzt werden (f) auch Konstrukte
wie ,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten® oder das Pridikat
Hheterologisch® nun nicht mehr als ,bedeutungslos® verworfen, wie v. Kut-
schera dies tut, sondern als ,normale” Gebilde akzeptierbar (mit geeigneten
Kautelen, die aber in der Konsistenzbedingung bereits enthalten sind, cf. die
Diskussion zu den einzelnen Antinomien). Es darf vermutet werden, daff mit
diesem Ansatz Konsequenzen fiir die Sprachtheorie impliziert sind, etwa in
dem Sinne, dafl die geliufige These einer prinzipiellen Differenz von natiir-
lichen und kiinstlichen Sprachsystemen so nicht haltbar ist: Tarskis Verbot
der ,semantischen Geschlossenheit® formaler Sprachen kann nicht mehr hinge-
nommen werden, da sprachliche Selbstriickbeziiglichkeit jetzt grundsitzlich als

®8 Diesen Hinweis verdanke ich Professor Josef Simon, Tiibingen.

%2 Hier sollte betont werden, daf wir Pridikationsstufen (.Typen") oder die Unterscheidung von
Objekt- und Metasprache nicht etwa generell fir sinnlos oder Gberflissig halten. Aus W ist ein
Wiedertiufer® und .die Wiedertiufer sind eine christliche Sekte® folgt in der Tat nicht W ist eine
dhristliche Sekte® (cf. § 4). Ebenso muB es moglich sein (und das ist ja auch schon immer mdglich
gewesen), zwischen einem Ausdruck und seiner Bedeutung zu unterscheiden. Aber das sind semiotische
Einzelfragen, die von hause aus freilich nicht das geringste mit Antinomien zu tun haben und darum
Vermeidungsstrategien wie die Typentheorie oder die strikt durdhgefithrte Metasprachenhierardhie in
keiner Weise motivieren kénnen.
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unbedenklich gelten darf und in bestimmten Fillen iiberhaupt unvermeidlich ist.
Antinomien, soviel scheint deutlich zu sein, sind Folge eines solchen unvermeid-
lichen Selbstbezugs, der freilich nur darum antinomisch ist, weil er undurch~
schaut ist. Undurchschaut ist in diesem Fall die Riickwirkung eines Bedingten
(Definiendum) auf die eigene Definitionsbedingung (Definiens): Daf ein Be-
dingtes zur Bedingung seiner eigenen Nichtexistenz werden konne, ist im
»naiven® Definitionsschema nicht antizipiert. Kurz, Antinomien entstehen nicht
schlicht durch ,fehlerhafte Zirkularitit“, sondern Zirkularititen konnen
Jfehlerhaft® werden, wenn das Bewufltsein méglicher Zirkularititen iiberhaupt
fehlt, und die Fehlerhaftigkeit liegt so an fehlender Vorsorge im formalen
Konstruieren. — DaR ein Zusammenhang besteht zwischen dem Antinomien-
problem und der Unentscheidbarkeits- und Unvollstindigkeitsproblematik von
Logiksystemen, ist bekannt®*®, und wir glauben — im Anschlufl an die hier
vorgetragenen Uberlegungen — v. Kutschera darin zustimmen zu konnen, dafl
auch Gédels Unvollstindigkeitsthese und verwandte Konstruktionen letztlich
Jnicht haltbar® sind?4°. Prizisere Aussagen im Zusammenhang mit dem hier
vorgelegten Ansatz miissen einer weiteren Untersuchung vorbehalten bleiben24’.

ub Cf, z. B, Nagel GUDEL, Stegmiller WAHRHEITSPROBLEM oder UNVOLLSTKNDIGKEIT

ti¢ v, Kutschera ANTINOMIEN 86, 90, 93.

14 Wandschaeider, Zur Eliminierung des Gddelschen Unvollstindigkeitsprobl im Z hang mit
dem Antinomienproblem. Ersch. 1978 in .Zeitschr. f. Allgem. Wissenschaftstheoric®.
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